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1

IR" bezeichnet den n-dimensionalen Euklidischen Raum mit innerem
Produkt <" .>und Norm I . I.

Sei K c IR", abgeschlossen, =1= 0 und =1= IR". Wir bezeichnen mit dK:
IR" ~ IR + * die Distanzjimktion zu K und mit P K: IR" ~ K die metrische Pro­
jektion, eine im allgemeinen mengenwertige Funktion, cP K: IR" ~ co Kist
definiert durch co PK' Es ist bequem, PK mit ihrem Graphen in IR" x IR" zu
identifizieren, so ist (X,k)EPK gleichbedeutend mit kEPK(X) und P K'=
{(k,X)ElR"xlR":(x,k)EPd. Entsprechendes gilt fUr cPK. Fur ein xEIR"
bezeichnet schlieBlich bK(X) die Distanzkugel von x, es ist dies die offene
Kugel urn x mit Radius dK(x).

EK sei die Eindeutigkeitsmenge bzgl. K, N K ihr Komplement und SK das
Skelett von K: Fur x, x' E IR" definiert die Inklusion bK(X) C bK(X') eine
Teilordnung auf IR". SKist die Menge aller maximalen Elemente von IR"
bzgl. dieser Teilordnung. Der Begriff wurde im Jahre 1965 von L. Calabi
eingefUhrt (siehe L. Calabi und W. E. Hartnett [6]), hat aber seinen
Ursprung in Untersuchungen von Th. Motzkin [9, 10].

Offenkundig gilt

1.1.

* IR + und IR - bezeichnen die nicht negativen bzw. nicht positiven reellen Zahlen, IR,+ =

lR+u{ao}.
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und

1.2.
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ist eine Formulierung des Satzes von Bunt; denn N K= 0 impliziert
S K = 0, woraus mit Hilfe der Trennungssiitze die Konvexitat von K folgt.

1m Jahre 1969 hat E. Asplund [2] darauf aufmerksam gemacht, daB ep K

das Subdifferential der stetigen, konvexen Funktion

ist. Hieraus ergibt sich mittels des Satzes von Reidemeister

1.3. N Kist eine Lebesguesche Nullmenge im IR n ,

ein Ergebnis, das wohl werst von P. Erdos [7] im Jahre 1945 bewiesen
wurde.

Fur O~m~n sei

N;·ll = {x E 1R": dim tP K(X);:::: 11 - m].

Aus den Untersuchungen von R. D. Anderson und V. L. Klee, Jr. [1J von
1951 uber konvexe Funktionen und oberhalbstetige Kollektionen schlieBt
man unmittelbar:

1.4. Fur 0 ~ m ~ n ist N;·ll eine abzahlbare Vereinigung von kom­
pakten Teilmel1gen pon endlichem, m-dimensionalem HausdorffmafJ,

womit sie u.a. ein von Erdos gestelltes Problem beantworteten.
Fur die Euklidische Ebene hat schon fruher Chr. Pauc [12] in seinen

Betrachtungen uber die Distanzfunktion einer ebenen Punktmenge von
1939 festgestellt:

1.5. N}/ ist in einer abzahlbaren Vereinigung von rektifizierbaref1
Kurvenstucken enthalten

und

1.6. N~2 ist abzahlbar.

De Mises hatte 1937 gezeigt, daB die Distanzfunktion auf CK eine
Richtungsableitung besitzt-fiir ein x E CK und fur eine Richtung e folgt aus
der Darstellung von ({J K

Paue hat d~ als Integranden eines Variationsproblems interpretiert.
Wir mochten an die Ergebnisse von Pauc anknupfen, dabei fuBen unsere

Uberlegungen wesentlich auf dem folgenden Anfangswertproblem:
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1.7. AWP. Fur ein x E CK existiert eine eindeutig bestimmte Lasung
~+3tH u(t; x) von

u(O; x) =x. (*)

Fur jedes t E ~ + existiert it + (t; x) und

it +(t; x) = (I - epK)O(U(t; x» := u(t; x) - PcPK(U(t:X))(u(t; x),

~+3tHli+(t;x) ist rechtsseitig stetig und

lit+(t; x)1 ~ e'l(I - epK)O(x)l·

~+3tHdi(u(t; x»/2 ist lokal absolut stetig und

~ di(u(t; x»/2 = IIi +(t; xW·

ep Kist ein maximal monotoner Operator auf ~n im Sinne der Theorie
der monotonen Operatoren im Hilbertraum, siehe H. Brezis [4]. Das
AWP 1.7. kann direkt aus den Satzen der Theorie gefolgert werden---es gilt
sogar im Rahmen eines beliebigen, reellen Hilbertraumes, siehe H. Berens
[3]. Fiir den Euklidischen Raum ist der Beweis unschwer nach­
zuvollziehen.

1st x E E K' dann hat das AWP 1.7 die Lasung

u(t;x)=k+e'(x-k), k=PK(x) und tE~+,

solange sie sich in E K bewegt. Hierauf hat H. Federer [8] in seiner Arbeit
iiber Kriimmungsmal3e von 1959 im Zusammenhang mit seinen Unter­
suchungen iiber Mengen mit positivem Eindeutigkeitsbereich hingewiesen
und u.a. einen weiteren Beweis des Buntschen Satzes gegeben-offenbar
folgt aus dem Gesagten: EKnSK=0, also SKcNK.

Fiir die Fixpunktmenge

F K= {XE W: XE epK(X)},

eine abgeschlossene Teilmenge im W, hat das AWP 1.7 nur die triviaIe
Lasung. Hier versagt es als ein technisches Mittel, diese Menge zu
beschreiben.

Obgleich das Anfangswertproblem im W giiltig ist, sind unsere
Uberlegungen in wesentlichen Punkten auf die Euklidische Ebene
beschrankt.

In den folgenden fiinf Abschnitten beschreiben wir die Punktmenge
NK\F K' in den letzten beiden NKn F K bzw. N K.

Wir mochten uns an dieser Stelle bei Dr. L. Hetzelt bedanken, der uns
auf die Arbeiten von L Calabi und W. E. Hartnett aufmerksam gemacht
hat.
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1m folgenden sei K eine kompakte, nieht leere Teilmenge im [R2. Obgleich
die Kompaktheit nur in einigen speziellen Situationen von Wiehtigkeit ist,
werden wir uns ohne gro13e Besehrankung der Allgemeinheit (o.g.B.d.A. i
auf diesen Fall besehranken.

Sei x E N K\F K und sei u Lasung des zugeharigen AWPs. Aus der
Existenz der rechtsseitigen Ableitung Ii + , ihrer rechtsseitigen Stetigkeit und
den Abschatzungen

und

foIgt die Existenz eines Punktes TElRe+\{O}, sodal3 u(t;x)ENK\F K •

o~ [< T, gilt.
Wir definieren [0, T) '3 tHIJ(r; x) durch

Ii +(t; x) = u(t; x) -1](t; x),

[0, T) '3 tHk/(t; x), kAt; x) E PK(u(t; x)) durch

l](t; x) = {k/(t; x) + kr(r; xJ}/2

und die Forderung, dal3 (kr(t;x)-klt;x), u(t;X)-l](t;X)) ein
Rechtssystem auf 1R 2 bilden, und ais [0, T) '3 t H a(t; x), C( t; x) und A(t; x)
den Winkel, den offenen Kegel bzw. das offene Dreieck, der bzw. das von
k/(t; xl, u(t; x) und kAt; x) aufgespannt wird (Fig. 1).

Aus der rechtsseitigen Stetigkeit von Ii + folgt die von IJ, k/, k r und ':I., C
und A. Da fUr O~t'<t"<t<T die Inklusionen C(t';x)nbK(u(t;x))c

FIGURE 1
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C( t"; X) n bK( U( t; X») c C( t; X) n bK( U( t; X» gelten, eXIsheren die links­
seitigen Grenzwerte lim!, ~ [_ klt'; x) und lim!, ~ [_ kr(t'; x) und damit auch
die fiir 1J und IX. Die Funktionen besitzen also hachstens Unstetigkeiten
erster Art. Weiter ist IX( t; x) < n fiir 0:( t < T.

Sei T E ~: \ {O} maximal gewahlt. 1st T endlich, dann existieren die
Grenzwerte

und

lim klt; x) = k[(T-; x),
l--+ T-

lim kr(t; x) = kAT-; x)
t---+ T-

lim IX(T; x) = IX(T-; x):( n.
t---+ T-

Die Elemente k[(T-;x) und kAT-;x) liegen in PK(u(T;x» und sind
verschieden. Somit ist u( T; x) E NK' Aus der Maximalitat von T folgt
dariiberhinaus u( T; x) E N K n F K' die Lasung des AWPs wird also fUr t?: T
stationar.

Aus den bisherigen Uberlegungen erhalten wir

2.1. SATZ. N Kist flufJinvariant.

Das folgende Beispiel zeigt, daB eine Lasung des AWPs 1.7 mit AW x in
NK\FKin endlicher Zeit stationar werden kann, wobei lim[~ T- IX(t; x) = 7[

gilt.

2.2. BEISPIEL. Sei K= {(¢t, ¢2)E~2: ¢~=!-I¢tl, I¢tl :(!, ¢2?:O}. Fiir
den AW x=(O,Y), O<y<l/fi berechnet man als Lasung ut(t;x)=O
und u2(t;x)=(l/fi){1-(1-~)e(2/3)[}3/2, O:(t<T, wobei T =

~ log l/( 1-~) ist.

Sei XoE N K' 1st PK(XO)= 8b K(XO), dann ist Xo ein isolierter Punkt in N K'
Umgekehrt charakterisiert dies die isolierten Punkte, wie schon Th.
Motzkin, loco cit., bemerkt hat.

1m andern Fall ist das Komplement von PK(XO) auf 8b K(XO) die
Vereinigung von abzahlbar vielen Bogenstiicken. Wir betrachten ein
solches Bogenstiick mit den Endpunkten k? und k~, Ao ist das von k?, Xo
und k~ gebildete offene Dreieck, Co und IXo der zugeharige Kegel bzw.
Winkel im Punkte X o'

Sei IXo < n. In Ao existiert ein x ENK\F K' dessen Lasung u des AWPs in
endlicher Zeit in den Punkt X o hineinlauft. Denn ist Ao c E K , dann ist fiir
jedes x E Ao die Lasung des AWPs eine Gerade, die durch den Punkt Xo

verlauft. Folglich ist jeder Punkt des Bogenstiickes zu P K(XO) geharig, im
Widerspruch zur Definition des Bogenstiickes.
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FIGURE 2

Sei X E L1 0 ein Punkt aus N K' dann ist
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und die Richtung von x -I] weist in den an x gespiegelten Kegel, der von
k7, x und k~ gebildet wird (Fig. 2). Solange sich die Lasung u in L1 0 bewegt,
gilt !(I - c1J K)O (u( t; x)) I~ c. Wir haben somit

d2(u(t; x))

2
d

2
(x) I" 0--= IU (T" x) I~ dr >- c2 . t2 0 + ,. "'" .

Es existiert folglich ein T> 0, so daB u( T; x) = X o gilt. Weiter

lim k I r< t; x) = k I r'
[_ T- -, ' .

Zusammenfassend erhalten wir

2.3. Unter den oben gemachten Voraussetzungen ist NKn.d o I:- 0.
1st xENKn.d O' dann existiert ein toEIR.+, so dajJ u(to;x)=xo gilt. Sind
x, x' E N K n .do, dann existieren t, (' E IR. +, so dajJ u(t';x) = U(t'; x') E Ao.

1st iX o = n, dann sind, wie wir in den Abschnitten 4, 5 und 6 sehen wer­
den. viele Maglichkeiten offen.

3

Sei X oE N K' Wir definieren als maximale Lasung Uo des AWPs

U(O) = X o

in N K

Uo(t) = u(t; x o), t~O.

= {x E N K: u( - t; x) = x 0 }, t < O.
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Uo ist wegen der Halbgruppeneigenschaft der Lasungen der Differen­
tialinklusion wohl definiert. Weiter identifizieren wir Uo mit ihrem Bild im
[R2. Wir versehen Uo mit der reI. Topologie von [R2.

1m folgenden stellen wir Eigenschaften von Uo zusammen. Ais erstes

3.1. Uo ist kurvenzusammenhiingend.

Es ist naheliegend, die folgende Teilordnung "~" auf Uo einzufuhren:
Fur X,X'EUo gilt x~x', falls x'=u(t;x) fur ein tE[R+ gilt; x-<x', falls
x ~ x' und x #- x' gelten. Seien

und

3.2. M o ist eine rei. zu Uo abgeschlossene, linear geordnete
Teilmenge von Uo. Es existiert hochstens ein maximales Element in M o bzw.

Uo·

Der erste Teil ist klar wegen M o= {x E Uo: dK(xO ):::;;; dK(x)} = {u(t; xo):
t E [R +}. Wir haben genau dann ein maximales Element in M o bzw. Uo,
wenn die Lasung [R + 3 t 1---+ u(t; X0) von einem Tan, T E [R +, stationiir wird.
1st X o E NK(J F K' dann ist M o= {xo}.

Uber L o lassen sich im allgemeinen inhaltsreichere Aussagen machen.
Sei L o nicht trivial: L o #- {xo}. Dies ist beispielsweise in Beispiel 2.2 der

Fall, obgleich X o ein Fixpunkt ist. Betrachten wir ein Kurvenstuck u(r),
r:J. < r < {3, in Lo, so folgt aus den Uberlegungen in Abschnitt 2, daB sich Lo
im Punkte t E (r:J., {3) genau dann verzwelgen kann, und zwar nach links
bzw. nach rechts, wenn

lim k,(r)#-k,(t)= lim kb)
T---+t- T-t+

bzw.

lim kr(r) #-kAt) = lim kr(r)
T---+t- T-t+

gilt. Weiter besitzt das Kurvenstuck hachstens abziihlbar viele
Verzweigungspunkte. 1st x soleh ein Punkt, dann ist die Kardinalitiit von
PK(X) graBer oder gleich drei.

3.3. L o ist eine rei. zu Uo abgeschlossene Teilmenge von Uo mit
hochstens abziihlbar vielen Verzweigungspunkten. Es existieren hochstens
abziihlbar viele minimale Punkte in L o bzw. Uo. Das Element x ist ein
minimaler Punkt, wenn P K(X) gleich einem echten Bogenstuck auf vb K(X) mit
Bogen/iinge <dK(x)' IT ist. (Es mujJ jedoch kein minima/er Punkt existieren.)

3.4. Uo ist ordnungsdicht, d.h.

Vx', x" E Uo, x' -<x" 3XE Uo 3 x' -<x-<x".
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Die Aussage ist evident.

3.5. Uo ist ein teilgeordneter, topologischer Rawn.

3.6. Uo ist lokal zusammenhiingend.

Es ist nicht schwer, die Stetigkeit der Teilordnung direkt nachzuweisen;
sie HiBt sich aber unmittelbar aus dem folgenden Hilfssatz schlieBen. Den
Beweis von Aussage 3.6 fuhren wir anschlieBend.

Sei x E LCt"o), #xo' Wir bezeichnen mit t = t(x ) den minimalen Wert
t> 0, welcher u(t; x) = X o erfullt. Fur X o ist t(xo)= O.

3.7. HILFSSATZ. Seien x, Xl' X 2"" in L o mit zugeordneten t, t [. [2'" in
[R +. Gilt limn x" = x, so gilt lim" t" = t.

Beweis. 1st X oE N K\F K, also M 0 nicht trivial, dann ist X o-< u( t + I; x)
und tn :::::; t + I fUr f.a. n, denn es gilt

wegen

lim u( r, x,,) = u( r, x),
n

gleichmal3ig in 0 :::::; r :::::; t + I

1st t' ein Haufungswert von {tn};~ l' so folgt t' = t, da X o= lim" u(tn, x o ) =
u(t', x), also lim" t n = t.

Sei xoENK"F K, also A-fo={xo}, und sei x-<xo' Wir setzen
k7,r=limr~t_ klAr, x).

Seien 1:, b > 0 genugend klein gewahlt, dann existiert ein x' = u(t'; x),
o< t' < t, so daB der b-Schlauch urn u('; x) innerhalb des Kreisringes
{y E [R2: I: < Iy - xol < dK(xO)} in dem von k;, x' und k~ aufgespannten
Kegel liegt (Fig. 3). Wegen

lim u(r, x n)= u(r, x),
"

gleichmaBig in 0 :::::; r :::::; t,

folgt X n <x' fur La. 11. Aus den schon oben durchgefiihrten Uberlegungen
folgt somit auch in diesem Faile limn ttl = t.

Sei xoENK"F K, also M o= {xo}, und sei x=xo, also limnxn=xO' Es
existiere ein .~ E L o, so daB fur unendlich viele n, o.g.B.dA. fUr aile n, gilt:
X n= u(in; .\') und X o= u(i; x), 0:::::; tn :::::; t. Aus lim" tn= t, x = u(T, + tn; 5')
und t= ttl + ttl folgt dann limn ttl = 0 = t.

1st obige Annahme nicht gegeben, so liegen unendlich viele, o.B.d.A aIle
Elemente der Folge {X,,};:: l' auf paarweise verschiedenen Zweigen
{u(r;xn):O:::::;r:::::;tn};~:~[ von Lo, die in X o munden, siehe Aussage 2.3 als
auch Aussage 5.2. Sei Cl. n der Winkel des von k}n), x und k~n) gebildeten
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J..---1-------i k0
I'

FIGURE 3

Kegels (k)~) = lim, ~ t
n

- klA r; x n )). Es gilt limn IXn= 0 und folglich
Iti+{r, xn)1 ~dK(XO)/2 flir f.a. n. Aus

di(xo) _ diC'(n) _ jotn I' . )12 d >- di(xo).
2 2 - 0 u+(r,xn r", 4 t n

folgt schlieBlich auch in diesem FaIle limn tn = t = O. I

3.8. Uo ist in sich kontrahierbar.

Offenkundig ist M o auf X o kontrahierbar. Sei x E Lo und sei t ~ 0 durch
u{t; x) = xo, wie oben beschrieben, definiert. Aus dem Hilfssatz folgt, daB

[0, 1] x L o3 (r, x) H F( r, x) = u( (1 - r) t; x)

eine stetige Deformation von Lo in sich auf X o definiert.

Beweis von 3.6. Flir xEMo\{xo} ist nichts zu zeigen. 1st X=Xo und V
eine Umgebung von xo, dann definiert {YEUo:dK(xO)-e:5<dK(y)<
dK(XO ) + e:5} fUr e:5 > 0, genligend klein, eine zusammenhangende Umgebung
von Xo, die in Venthalten ist.

Sei xELo\{xo} und Veine Umgebung von x. O.B.d.A. sei V=be(x),
B > O. Wir wahlen ein t > 0, so daB u( t; x) -< Xo kein Verzweigungspunkt in
La ist. Weiter wahlen wir e:5 > O. Flir t und e:5 genligend klein liegt die Menge
{YEL o:dK (x)-e:5<dK (y)} geschnitten mit C(t;x) in bAx). Diese Menge
enthalt offenkundig x und ist kurvenzusammenhangend. I

Ein Baum ist ein Kontinuum, in welchem je zwei Punkte durch einen
dritten getrennt werden konnen. In [14] bewies L. E. Ward, Jr.: Sei X ein
kompakter Hausdorffraum. X ist genau dann ein Baum, wenn auf X eine
Teilordnung ~ definiert werden kann mit den folgenden Eigenschaften:

(i) ~ ist halbstetig, d.h., "Ix E X sind L(x) und M(x)
abgeschlossene Mengen in X.
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(ii) ~ ist ordnungsdicht.

(iii) V x, )'EXist L(x)nL(y) eine nicht leere Ketie.

(iv) V xEXist M(x)\{x} offen.

Fur ein x E X sind L(x) = {y E X: )' ~ x} und M(x l = {y E X: x ~ y}.
Uo ist im allgemeinen nur eJ-kompakt, jedoch lassen sich, wie man leicht

sieht, je zwei Punkte in Va durch einen dritten trennen. Wenn wir die oben
definierte Teilordnung umdrehen, d.h., fur x, x' E Va gilt x ~ x', falls x'~ x
gilt, dann haben wir zudem auf Va eine Teilordnung, die den Eigenschaften
(i) bis (iv) genugt.

Ohne eine formelle Definition geben zu wollen, kannen wir sagen:

3.9. Va hat Baumstruktur.

Baume sind lokal zusammenhangend; dies gilt auch fur Va' Aussage 3.6.
Weiter sind Baume in sich kontrahierbar, wie erst 1982 D. G. Paulovich
[13J bewiesen hat. In unserem FaIle lieB sich die Kontrahierbarkeit von
Va' Aussage 3.8, unschwer aus der Parameterdarstellung von Va folgern.

4

Sei x a E N K und sei Va die maximale Lasung des zugehorigen AWPs. La
sei nicht trivial.

In Aussage 3.3 haben wir u.a. die minimalen Punkte von La bzw. Uo
beschrieben. Sei nun {xn}:~ I eine strikt fallende Kette in La, die keine
untere Schranke in La besitzt und sei limn dK(x n ) = r> O. Wegen der Kom­
paktheit von K besitzt die Folge {xn} einen Haufungspunkt, o.B.d.A. gelte
limn X n = x. Fur - t n ~ t ~ 0 setzen wir

q;(t) = u(tn+ t; x n),

wobei u(tn;xn)=XO gilt, tnEIR+ ist wie im voranstehenden Abschnitt
minimal gewahlt. Die Folge {tn },~= list strikt monoton wachsend in IR +.

Sei T=limn tnEIR;.
Sei T endlich. In diesem Falle gilt

q;(t) = u(T+ t; x), -T< t~O,

wobei x ein Punkt in SKnEK ist. Foiglich haben wir neben Satz 2.1

4.1. SATZ. SKist fluj3invariant.

Und weiter

4.2. Set XoE SK' 1st Xo E SK\NK• dann bestimmt Va = {u(t; -'a):
t E IR +} die maximale Losung des zugehOrigen AWPs in S K' 1st X oE N K'
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FIGURE 4

dann unterscheidet sich die maximale Losung des zugehOrigen AWPs in SK
von der in N K durch die Hinzunahme von abziihlbar vielen minimalen
Punkten in SK(J EK.

Sei T unendlich. Wir bezeichnen mit Cn den von k7, X n und k~ gebildeten
offenen Kegel. Die Folge der Schnitte von Cn mit bK(X) bilden eine
absteigende Folge von Sektoren in bK(x), die fUr n -+ 00 gegen eine
Halbkreisscheibe, nennen wir sie H, konvergiert (Fig. 4). Die Annahme,
daB die Folge der Schnitte gegen einen echten Sektor in bK(x) konvergiert,
widerspricht der Voraussetzung, daB T unendlich ist. Da ~ - :3 t 1-+ dK( qJ( t»
strikt monoton fallend fUr t -+ -00 gegen dK(x) = d konvergiert und da
qJ(t) fUr aIle tE ~- im Komplement von bd(kt) und bikr ) liegt, folgt

lim qJ(t)=x und lim kt".{t) = k t.r in PK(x), x=(kt+kr )/2
[_ -')() (-t -cr:,.

und PK(x) C il (J obK(x).
Wir wollen noch zeigen, daB die Kurve qJ rektifizierbar ist. O.B.d.A. sei K

so, daB x im Ursprung liegt und daB k t und k r durch (-1,0) bzw. (1,0)
gegeben sind. Da, wie schon oben bemerkt, qJ(t)EC{bl(kt)ubl(kr )} fUr aIle
t E IR - ,. ist q)2(t) > 0 fiir fast aIle t-Werte geniigend nahe bei -00 (es geniigt,
qJ(t)EbK(x) anzunehmen); qJ2(t) konvergiert also strikt monoton fallend
gegen Null. Weiter gilt fUr t geniigend nahe bei -00

/
q)I(t)1 ~ !qJ2(t)1 f.ii.
q)2(t) "J1-qJ~(t)

qJ liiBt sich folglich in einer Umgebung des Ursprungs als Funktion von ~2

darstellen: [0, S]:3 ~z -+ 'P(~z) = ('PI(ez), ez), 'PI ist lipschitzstetig.
Zusammenfassend haben wir

4.3. Sei qJ: ~- -+Lo eine Losung des AWPs mit limt~_oo dK(qJ(t»
= r > 0, dann strebt qJ( t) fur t -+ -00 gegen ein x E N K(J F K und qJ ist
rektifizierbar.
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Sei nun {Xn},~o=1 eine strikt monoton fallende Kette in Lo, die keine
untere Schranke in L o besitzt und fUr die limn dK(x n ) =°gilt.

Definieren wir wie oben die Funktion qJ, dann ist qJ auf III - definiert, da
die Folge {In} ~~ 1 gegen 00 divergiert. Das folgende Beispiel zeigt, daB in
diesem Falle der Limes von qJ(l) fur 1~ -00 nicht zu existieren braucht.

4.4. BEISPIEL. Sei K: [R + -+ [R2 definiert durch K1(t) = r(t) cos 1 und
/{2(1) = r(t) sin I, wobei 1'( I) = 1+ e -1, 1E [R + ist. Sei K = 61(0) U K( III + J. Der
Cosinus des Winkels zwischen K( I) und K( I) berechnet sich fUr ein i E [R +

zu

<K(t), K(t»

IK(t)IIK(t)1 {e21 + 2e t + 2 }1/2 '

er ist strikt negativ und strebt strikt monoton wachsend gegen Null fUr
t -+ eN. Hieraus und aus der Tatsache, daB die metrische Projektion fUr
jeden Punkt der Ebene h6chstens zwei Elemente enthalt, folgt elemen­
targeometrisch, daB NKII F K= 0 ist. Sei X o ein Punkt in N K , dann
beschreibt L o eine Spirale, deren AbschluB die Einheitssphare enthalt.

5

Eine Brucke von Kist ein Geradenstuck, fUr welches nur die Endpunkte
Elemente von K sind, und zwar so, daB die durch sie gebildete Gerade eine
Stutzgerade an Kist. Der Begriff findet sich schon bei Th. Motzkin [lOJ,
wo gezeigt wird: Der auBere Rand von K (kompakt) ist entweder ein Oval
oder er besitzt wenigstens eine Brucke.

1st K nicht konvex, dann hat K abzahlbar viele Brucken-hier kommt
wiederum die Kompaktheit von K zum Tragen. Wir setzen weiter voraus,
daB das Innere von co K nicht leer ist.

Sei [k?, k~J eine Brucke von K. Die Endpunkte sind Lichtpunkte von K,
d.h., ist e der Einheitsvektor, der auf der Brucke senkrecht steht und ins
AuBere von co K weist, dann geh6ren die Halbstrahlen k? + [R + e und
k~+ [R+e zu PK1(k?) bzw. PK1(k~). -Durch die Forderung, daB
(k~ - k?, e) ein Rechtssystem in 1Il2 bildet, sind auch die beiden Endpunkte
eindeutig gekennzeichnet. -Wir bezeichnen das Innere des von den beiden
Halbstrahlen und der Brucke gebildeten Halbstreifens mit H o. H o ist nicht
frei von Punkten aus N K' Es existiert, wie bereits Motzkin gezeigt hat, ein
1'0> 0, so daB fUr jedes I' > 1'0 ein X r aus N Kin H o liegt mit Norm Ixrl = r.
Daruberhinaus konnte L. Calabi in einem Techn. Bericht [5] von 1965
nachweisen, daB diese Punkte in N K II H 0 fur I' -+ OCJ asymptotisch gegen
die Mittelsenkrechte des Halbstreifens streben (Fig. 5).
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E: z

FIGURE 5

DaB N K n H o nicht leer ist, liiBt sich wie in Aussage 2.3 nachweisen. Wir
werden hier das Ergebnis von Calabi in der folgenden Form verifizieren.

5.1. Sei xENKnHo. Es gelten

lim lu(t; x)1 = 00
t~ oc

und lim kl.At; x) = k?'r'
t --+- 00

Weiter konvergiert u fur t ~ 00 asymptotisch gegen '70 + [R + . e, 170 =
(k?+k~)j2. 1st x' ein weiterer Punkt in NKnHo, dann existieren t, t'E[R+,
so daft u(t; x) = U(t'; x') gilt.

Beweis. a.B.d.A. sei K c [R2 so gelegen, daB k7 = (-1, 0) und k~ = (1, 0)
gelten. H o ist damit der offene Halbstreifen {~E [R2: -1 < ~ 1 < 1 und
~2 > O}. Fur ein x ENK n H o ist die Lasung des AWPs gegeben durch
u(t;x)=e l {x-Jb17(T;x)e- Tdr}, tE[R+, wobei 17(t;x)=(kl(t;x)+
kAt;x))/2, tE[R+, rechtsseitig stetig ist und -1~/'l1(t;x)~1 und
17 2(t; x) ~ 0, t E [R +, erfullt. In der Tat gelten fur k 1(- ; x) und kA.;x) die
Abschiitzungen -1 ~ k l,l(t; x) < k r,l(t; x) ~ 1 und

1
( )~kdt;x),kr2(t;X)~0,2U2 t; x' ,

Aus IUl(t;x)l=etlxl-fb171(r;x)e-Tdrl~l, tE[R+, folgt x l =
fO" 171(T; x) e-Tdr und

u1(t;x)= roo 171(r;x)e- 1T - t)dr,
t

tE [R+.
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Weiter ist wegen 112(t; x) ~ 0, t E ~ +,

strikt monoton wachsend gegen +00 fUr t --> ,x, und

lim kdt; x) = lim k,jt; x) = lim 112(£; x) = 0.
[-+X) l-.x:. (-+·x,

67

Bezeichnen wir mit kM; x) und kr(t; x) den Schnitt der Strecke [k,(t; xl,
u(t; x) ] bzw. der Strecke [kr(t; x), u( t; x) ] mit der ~ l-Achse, dann sind
k I1 (£; x) und kr 1(£; x) monoton fallend bzw. wachsend und durch -1 nach
u~ten bzw. 1 ~ach oben beschrankt. Die Grenzwerte von k,( t; x) und
kAt; x) fUr t --> CD existieren somit, und es gilt, zusammen mit den zuvor
angestellten Uberlegungen,

lim k,At; x) = lim klAt; x) = k'r{ __ ·x t-+'X

Die Punkte k , und k r geharen zu K und liegen auf [k?, kn Dann mUD
aber k,=k? und kr=k? gelten und liml~XJ11(t;X)=O. Hieraus folgt
liml~C0 u1(t;x)=0. Die Lasung strebt somit asymptotisch gegen die (2­
Achse fur t ---+ w.

Die letzte Aussage von 4.1 falgt aus der Tatsache, daB der Schnitt des
von k I( t; x), u( t; x) und kAt; x) gebildeten Kegels mit H 0 fUr t ---+ 'x: ganz
H o ausschapft. I

Wir bezeichnen mit Zo die Vereinigung aller maximalen Lasungen mit
AW in N K (l H o und nennen die Vereinigungsmenge einen Zweig von CIJ.

Es gilt

5.2. SATZ. Der unendlich ferne Punkt hat abziihlbar viele Zweige, jeder
Zweig hat Baumstruktur (im Sinne von Aussage 3.9) und laftt sich in sich auf
den unendlich fernen Punkt zusammenziehen.

6

Wie am unendlich fernen Punkt verhiilt sich die Nichtein­
deutigkeitsmenge an einem Punkt xo, fur den .to im Innern von qJK(XO)

liegt.

6.1. SATZ. Die Punktmenge {x E N K(l F K: x E int (ep K(X))} ist abziihl­
bar. ISf X o ein Punkt dieser Menge, dann hat dK : [R2 ---+ ~ + ein striktes
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relatives Maximum in Xo und seine maximale Losung Uo hat abziihlbar viele
Zweige, die in sich auf Xo zusammenziehbar sind.

Die Abzahlbarkeit der Menge ist offenkundig. Weiter gilt Uo= L o,
woraus nach Abschnitt 3 die weiteren Aussagen folgen.

Sei xoENK\FK und sei Uo seine maximale Losung des zugehorigen
AWPs. Sei M 0 beschrankt.

Hat M 0 ein maximales Element, sagen wir x T = u( T; x 0), T E IR +\ {O}
minimal gewahlt, dann bildet die Vereinigung aller maximalen Losungen
Ucvon u(t; xo), 0::::; t::::; T, einen Zweig ZT= Uo,,;;c< T Ucvon Xn der in dem
Segment C(T-; x T) n bK(X T) lebt, d.h. der Schnitt von Z T mit bK(X T) liegt
im Kegel C(T-; x T ).

Wie das Beispiel 2.2 zeigt, kann auch in diesem Fall das Segment eine
Halbkreisscheibe sein.

Hat M o kein maximales Element, dann existiert der Grenzwert
limc--+oou(t;xo)=x oo und die Vereinigung aller maximalen Losungen Uc
von u(t;xo), tEIR+, bildet auch hier einen Zweig Z::.o = Uo,,;;c<oo Uc von
X::.o' der in einer Halbkreisscheibe lebt (Fig. 6).

Urn dies einzusehen, sei {t,,}:'= I eine monoton gegen 00 divergierende
Folge in IR +, fUr die die Folge {x" = u(t,,; xo)} gegen X::.o konvergiert. Sei
{C" = C(t,,; x o)} die zugehorige Folge von Kegeln. Ihre Schnitte mit
bK(xoo ) bilden eine aufsteigende Folge von Sektoren in bK(xO)' die, wie aus
den Uberlegungen in der zweiten Halfte von Abschnitt 2 folgt, gegen eine
Halbkreisscheibe, nennen wir sie H::.o , konvergiert. Offenkundig gilt
lim" kZr= ki~ in P K(X::.o) und X oc = (k, + k';' )/2. Und weiter

lim u(t;xo)=xec
c --+ 00

und lim k"r(t;xo)=kl;.
c --+ 00

1st die Kardinalitat von PK(X ec) groBer als zwei, dann besitzt die
Distanzfunktion in X oc. ein striktes relatives Maximum. Es lassen sich
aber leicht Beispiele konstruieren, in denen letzteres giiltig ist, obgleich die
Kardinalitat von PK(x (0) gleich zwei ist.

FIGURE 6
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Wir zeigen noch, daB M 0 rektifizierbar ist.
a.B.d.A. sei K so gelegen, daB X CD im Ursprung liegt und k'f und k: in

(-1,0) bzw. (1,0). Sei ,,>0. Fur t genugend graB, sind die ~2­

Koordinaten von k/(t; x o) und kAt; x o) groBer als -Eo Es folgt, daB
ui t; xo) strikt monoton wachsend gegen Null konvergiert fUr t -+ w.
Weiter ist fUr t genugend groB

f. ii.

In der Umgebung von Null laBt sich u als Funktion von ~2 darstellen:
[-5,0]:3 ~2f-4 'I'(~2) = ('I'1(~2); ~2)' und '1'; ist lipschitzstetig, 5>0.

Aus diesen Oberlegungen und denen des voranstehenden Abschnittes
folgern wir schlieBlich

6.2. SATZ. Es existieren abziihlbar viele Punkte in N KII F K' so daJB
N K\F Ksieh als Vereinigung der Zweige dieser Punkte und des unendlieh fer­
nen Punktes sehreiben liij3t. N K\F Kist folglieh als Vereinigung von abziihlbar
vielen lipsehitzstetigen Kurvenstueken darstellbar.

7

Bei der nun folgenden Beschreibung der Fixpunktmenge F K = {x E [R2:

x E cPK(X)} konnen wir nicht auf das AWP 1.7 als ein technisches Mittel
zuruckgreifen, wie schon in der Einleitung bemerkt.

Als eine erste elementare Oberlegung stellen wir fest

7.1. Sei (x, k) E PK' X # k. Dann gilt

Man schlieBt dies leicht aus der Tatsache, daB bK(x) aus bK((x+k)/2)
durch zentrische Streckung von k aus mit Streckungsfaktor 2 hervorgeht
(fUr alle yEb KUx+k)/2) ist PK(y)colv_kl(y)\bK(X)) (Fig. 7).

Hieraus erhalten wir .

7.2. 1st x E N KII F K ein Hiiufungspunkt von F K' dann ist x E

ocP K(X), es existieren somit k und k' in PK(X) mit x = (k + k' )/2.

Ware die Behauptung falsch, wiirden paarweise verschiedene Punkte
k, k' und k" in P K(X) existieren, so daB x eine echte konvexe Kombination
dieser drei Punkte ware. Nach Aussage 7.1 angewandt auf (x, k), (x, k')
und (x, k") muBte x dann ein isolierter Punkt in F K sein, siehe auch
Satz 6.1.
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b!y_kl(Y)

FIGURE 7

DaB die Punktmenge N K (\ F K im allgemeinen von komplizierter
Struktur ist, zeigt das folgende

7.3. BEISPIEL. Sei C das Cantorsche Diskontinuum im Intervall [0, lJ
von IR und sei K c 1R 2 gegeben durch

K:= {(c, ± l)E 1R 2
: CE C}.

Mit der Darstellung [0, IJ\C=U~I I j , wobei Ijdie bei der Konstruktion
der Cantormenge verwendeten Intervalle sind, und mit

M:= {m j : 111i ist der Mittelpunkt von Ii' j EN},

erhalten wir

N K (\ F K = {(m, i) E 1R 2
: 111 E M und i = 0, ± l}

u {(c, 0) E 1R2
: C E C}.

Die erste Menge ist die abzahlbare Vereinigung der isolierten Punkte in
N K (\ F K' fur i = 0 sind die Punkte strikte lokale Maxima von dK und fur
i = ±1 Sattelpunkte. Die zweite Menge ist als Cantormenge perfekt und
total unzusammenhangend.

Als eine zweite elementare Oberlegung bemerken wir

7.4. Sei x E F K' Fiit jedes x' E 1R2 gilt
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Insbezondere ist F K 3X H di(x )/2 auf F K differenzierbar mit verschwinden­
der Ableitung.

Ist xEK, ist nichts zu beweisen. Sei also xENKnF K • Da xEcP,dx),
existiert ein kEPK(X), so daB <x'-x,k-x)~O. Aus

d~(x'):( lx' _k1 2 = lx' -xf + Ik-xl 2
- <x' - x, k- x)

folgt die Behauptung.
Aus den Aussagen 7.1 und 7.2 folgt,- daB jede nicht triviale Zusam­

menhangskomponente von N K n F K in jedem Punkt eine Tangente besitzt.
Mit Hilfe eines Ergebnisses von Chr. Pauc [11] folgt die differenzierbare
Parametrisierbarkeit der Komponente. Wir erhalten auf anderem Wege die
starkere Aussage

7.5. Jede nicht rriuiale Zusammenhangskomponenre pon NKfI F K

liij3t sich als sterig differenzierbares KurvenstzJck parametrisieren. Weirer ist
auf ihr die Disranzfunktion konstanr.

Beweis. Sei C eine solche Komponente. O.B.d.A. sei X o= (0, 0) E C
k o= (0, 1) und k~ = (0, -1) seien in PK(XO), und der Schnitt der offenen
rechten Halbebene mit PK(xo) sei leer, nicht dagegen der mit C in bK(xo).

Wegen der n.o. Halbstetigkeit von PK und wegen Aussage 7.1 existiert
ein nicht triviales Intervall [0, T], so daB fur jedes tE [0, T] in bK(xo)
genau ein x(t) = (t, ~2(t)) in C existiert. Das Kurvenstuck, wir nennen es S,

k'o

FIGURE 8

k' (t)
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ist stetig, so auch die Kurvenstucke [0, 1] :3 t~ k(t) und k' (t) in K mit
x(t) = {k( t) + k'(tn/2, k(t), k'(t) E P K(X( t)). Weiter gilt PK(X(t)) =
{k(t), k'(t)} fur 0< t < T (Fig. 8).

Sei B:= {y(t; s):= x(t) + s{k(t) -k'(t)}: 0< t <T und lsi <1/4} und sei
D: B --+ IR definiert durch

D(y(t;s))= ddy(t;s)), s~o,

= -ddy(t; s)), s <0.

Nach Definition ist S = C (\ B = {y E B: D(y) = O}. Da Be Ec , ist D stetig
differenzierbar auf B mit gradD(y(t;s))= {k(t)-k'(t)}/lk(t)-k'(t)1 #0
fUr aile y(t, s) E B. Aus dem Satz fUr implizite Funktionen folgt dann die
stetige Differenzierbarkeit von S. -Die Randpunkte bereiten bei den
Oberlegungen keine Schwierigkeiten. In der Tat konnen wir S in die linke
Halbebene entlang der reellen Achse forsetzen und fUr t < °und lsi <! die
Funktion y( t, s) mittels k o- k~ und D wie oben definieren; entsprechend
konnen wir fur t > T verfahren.

Zum Beweis des zweiten Teils der Aussage genugt die Feststellung, daB
mit 7.4 die Funktion [0, T]:3 t~dK(X(t)) E IR stetig differenzierbar ist mit
Ableitung ist mit Ableitung gleich Null.

Wegen der Kompaktheit von K erhalten wir, daB C selbst ein glattes
Kurvenstuck ist mit dK I c konstant. I

Zum SchluB wollen wir noch bemerken, daB C durchaus ein einfach
geschlossenes Kurvenstuck sein kann, wie man am Beispiel

sofort sieht.

8

Sei X o E N K (\ F K ein Hiiufungspunkt von F K' Wegen 7.2 existieren k o
und k~ in P K(XO) mit Xo = (ko+ k~)/2. O.B.d.A. nehmen wir wieder an, daB
Xo im Ursprung liegt, k o in (0,1) und k~ in (0, -1), daB der Schnitt von
PK(XO) mit der offenen rechten Halbebene H + leer ist und daB X o
Hiiufungspunkt von Elementen in F K (\ H + ist.

Sei I> > 0, klein gegen 1 = dK(xo). Wegen der Oberhalbstetigkeit von PK
existiert ein c5 E IR +\ {o}, so daB PK(X) fUr aIle x E b~(xo) (\ H + in bAko) u
bAk~) liegt. Wir setzen noch K e= K (\ be(xo) und K~ = K (\ bAk~).

Sei XT ein Element in FK(\b~(xo)(\H+ mit ~l-Koordinate gleich
T E IR + \ {o }. Wegen 7.1 liegt auf der Geraden durch x T, die parallel zur ~ 2­

Achse verliiuft, kein weiterer Punkt aus F K (\ b~(xo). Sei nun 0< t < T. Aus
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demselben Grunde existiert auf der Parallelen durch (t, 0) hochstens ein
Element x, E F K n b,,(xo). Unsere Uberlegungen verlaufen soweit parallel zu
denen im Beweis von Aussage 7.4. Allgemeiner als dort gilt jedoch hier: Fur
jedes 0 < t < T existiert genau ein x( t) = (t, (i), fUr das die Mengen
PK(X(t)) n Ks als auch P K(X(t)) n K: nicht leer sind. In der Tat erfUllt

~~=infg~:PK((t:~~))cKs}

die Bedingung.
Wir haben mit [0, T]:3 tr-q;(t) in ~2 eine Funktion mit Werten in N K

definiert, die die Elemente in F Knb,,(xo) mit (l-Koordinate in [0, T]
enthiilt. Wir zeigen, daB sie lipschitzstetig ist.

Fur ein x E b,,(xo) und ein k E Ksu K: sei s(x, k) die Steigung der
Tangente an b1x_kl(k) im Punkte x. Zum vorgegebenen f: und gewiihlten (j

existiert ein M E ~ + \ {O }, so daB

Is(x, k)1 ~ M

fUr aile x E b,,(x) und k E K s uK:. Seien t, t' E [0, TJ, t #- t' und sei
dK(x(t))~dK(x(t')). Fur jedes kEPK(X(t)) gilt x(t)ED1X(t'j_kl(k). Dann
liegt x(t) insbesondere in dem Halbraum, der diese Kugel enthiilt und von
der Stutzgeraden im Punkte x(t') begrenzt wird. Und da x(t) in Ks als auch
K: Elemente bester Approximation besitzt, folgt

1
~2(t) - ~J(t')\ ' k---,-- ~ sup Is(x(t), )1 ~ M.

t- t kEK,uK;

Wir konnen den Beweis wie folgt zusammenfassen:

8.1. Sei X o E N Kn F K' Dann existiert eine Umgebung 0 von X o und
eine iipschitzstetige Kurve in N K' die die Punktmenge F Kn 0 enthiiit.

Da K kompakt ist, ist F K,n = {x E F K: d K(X) ;?: l/n} fUr jedes n E N eine
kompakte Teilmenge in N K n F K' Nach der voranstehenden Aussage liiBt
sich F K.fl von endlich vielen rektifizierbaren Kurvenstucken in N K uber­
decken. Und wegen NKn F K= U,':'~ 1 F K.n gilt

8.2. SATZ. N Kn F Kist in einer abziihibaren Vereinigung von
lipschit::stetigen Kurvenstucken in N K enthalten.

SchlieBlich zusammen mit Satz 6.2 als Verscharfung von Aussage 1.4

8.3. SATZ. N K iiifit sich ais abziihibare Vereinigung von rektifizierbaren
Kurvenstiicken darstellen.

N Kist eine Menge von erster Kategorie in ~2, dies folgt schon aus
Aussage 1.4, aber auch aus der Tatsache, daB E K eine dichte G,,-Menge in
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[R2 ist. N K HiJ3t sieh, wie gezeigt, als abzahlbare Vereinigung nirgends
diehter Teilmengen darstellen. DaJ3 N K nieht selbst nirgends dieht zu sein
braueht, zeigt das absehlieJ3ende

8.4. BEISPIEL. Sei 0 eine offene, besehrankte und konvexe Teilmenge im
[R2, deren Randkurve in einer diehten Teilmenge nieht differenzierbar ist.
(Eine solche Menge laJ3t sieh leieht konstruieren.) 1st K = 00, dann gilt
NKcOcNK.

Da 0 konvex ist, ist offenkundig N K cO. Angenommen EZ (\ 0 =1= 0. Sei
Veine Zusammenhangskomponente in EZ (\ O. Da PK stetig auf EK ist, ist
aueh P K( V) zusammenhangend. Weiter darf P K( V) keine Niehtdifferen­
tiationspunkte von K enthalten, PK( V) muJ3 folglieh einpunktig sein, sagen
wir P K( V) = {k}. Sei g die eindeutige Stiitzgerade an Kim Punkte k; aus
V c k +g.L, der Normalen von g im Punkte k, erhalten wir einen
Widersprueh zur Offenheit von V.
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