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1

R” bezeichnet den n-dimensionalen Euklidischen Raum mit innerem
Produkt < -, - > und Norm |- |.

Sei K< R", abgeschlossen, # (& und #R" Wir bezeichnen mit d:
R" - R* * die Distanzfunktion zu K und mit P.: R* —» K die metrische Pro-
Jjektion, eine im allgemeinen mengenwertige Funktion, @, R”" »To K ist
definiert durch co Pg. Es ist bequem, P mit ihrem Graphen in R” x R” zu
identifizieren, so ist (x, k) e Py gleichbedeutend mit ke Pg(x) und Pg'=
{(k, x)e R"xR" (x, k) € P }. Entsprechendes gilt fir @,. Fiir ein xe R”
bezeichnet schlieBlich b, (x) die Distanzkugel von x, es ist dies die offene
Kugel um x mit Radius d(x).

E . sei die Eindeutigkeitsmenge bzgl. K, N ihr Komplement und S, das
Skelett von K: Fiir x, x’e R” definiert die Inklusion by (x)< b (x’) eine
Teilordnung auf R”. S, ist die Menge aller maximalen Elemente von R”
bzgl. dieser Teilordnung. Der Begriff wurde im Jahre 1965 von L. Calabi
eingefiihrt (siche L. Calabi und W. E. Hartnett [6]), hat aber seinen
Ursprung in Untersuchungen von Th. Motzkin [9, 10].

Offenkundig gilt

1.1 Ni<=Sk,

*R* und R~ bezeichnen die nicht negativen bzw. nicht positiven reellen Zahlen, RS =
RtuU{x}.
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und
1.2, Scc Ny

ist eine Formulierung des Satzes von Bunt; denn Ny= ¢ impliziert
Sy = ¥, woraus mit Hilfe der Trennungssitze die Konvexitit von K folgt.

Im Jahre 1969 hat E. Asplund [27] darauf aufmerksam gemacht, dall &,
das Subdifferential der stetigen, konvexen Funktion

R'3xr> @ (x)=1{|x]? —di(x)} =sup{{x, k) — ikl ke K}
ist. Hieraus ergibt sich mittels des Satzes von Reidemeister

1.3. Ny ist eine Lebesguesche Nullmenge im R,

ein Ergebnis, das wohl zuerst von P. Erdos [7] im Jahre 1945 bewiesen
wurde.
Fir 0<m<n sei

N = {xeR" dim @ (x)=n-—m].

Aus den Untersuchungen von R. D. Anderson und V. L. Klee, Jr. [1] von
1951 iiber konvexe Funktionen und oberhalbstetige Kollektionen schliefit
man unmittelbar:

1.4, Fir 0<m<n ist N2" eine abzihlbare Vereinigung von kom-
pakten Teilmengen von endlichem, m-dimensionalem Hausdorffmapf,

womit sie u.a. ein von Erdos gestelltes Problem beantworteten.

Fiir die Euklidische Ebene hat schon friher Chr. Pauc [12] in seinen
Betrachtungen uber die Distanzfunktion einer ebenen Punktmenge von
1939 festgestellt:

1.5. NL2 ist in einer abzdhlbaren Vereinigung von rektifizierbaren
Kurvenstiicken enthalten

und
1.6. N2 ist abzihlbar.

De Mises hatte 1937 gezeigt, daB die Distanzfunktion auf CK eine
Richtungsableitung besitzt—fiir ein x € CK und fiir eine Richtung e folgt aus
der Darstellung von ¢

di(x;e)=inf{{(x—n,ed:ned(x)}/dx)

Pauc hat d als Integranden eines Variationsproblems interpretiert.
Wir mochten an die Ergebnisse von Pauc ankniipfen, dabei fulen unsere
Uberlegungen wesentlich auf dem folgenden Anfangswertproblem:
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1.7. AWRP. Fiir ein xeCK existiert eine eindeutig bestimmte Lisung
R* 2t u(t; x) von
ueu— @y (u), u(0; x)=x. (*)

Fiir jedes 1€ R™ existiert i (1; x) und
i, (5 x)=(I— P )°(ult; x)) :==u(t; x)— P g uge: o (u(2; X)),

R*at>1, (1; x) ist rechisseitig stetig und

| (1; )| < e|(1— P )°(x)].
R™ ot d2(ult; x))/2 ist lokal absolut stetig und

d o
7 eu(t;x))/2 =i, (15 )]

@, ist ein maximal monotoner Operator auf R” im Sinne der Theorie
der monotonen Operatoren im Hilbertraum, siche H. Brezis [4]. Das
AWP 1.7. kann direkt aus den Sdtzen der Theorie gefolgert werden—es gilt
sogar im Rahmen eines beliebigen, reellen Hilbertraumes, siche H. Berens
[3]. Fir den Euklidischen Raum ist der Beweis unschwer nach-
zuvollziehen.

Ist xe Eg, dann hat das AWP 1.7 die Lésung

u(r; x)=k+e‘(x — k), k=Pg(x)und re R,

solange sie sich in E bewegt. Hierauf hat H. Federer [8] in seiner Arbeit
iiber KriimmungsmaBe von 1959 im Zusammenhang mit seinen Unter-
suchungen iiber Mengen mit positivem Eindeutigkeitsbereich hingewiesen
und u.a. einen weiteren Beweis des Buntschen Satzes gegeben—offenbar
folgt aus dem Gesagten: EoleSKz &, also S N

Fiir die Fixpunktmenge

Fr={xeR" xedy(x)},

eine abgeschlossene Teilmenge im R”, hat das AWP 1.7 nur die triviale
Losung. Hier versagt es als ein technisches Mittel, diese Menge zu
beschreiben.

Obgleich das Anfangswertproblem im R” giiltig ist, sind unsere
Uberlegungen in wesentlichen Punkten auf die FEuklidische Ebene
beschrinkt.

In den folgenden fiinf Abschnitten beschreiben wir die Punktmenge
N\Fg, in den letzten beiden N Fx bzw. Ng.

Wir moéchten uns an dieser Stelle bei Dr. L. Hetzelt bedanken, der uns
auf die Arbeiten von L. Calabi und W. E. Hartnett aufmerksam gemacht
hat.
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2

Im folgenden sei K eine kompakte, nicht leere Teilmenge im R Obgleich
die Kompaktheit nur in einigen speziellen Situationen von Wichtigkeit ist,
werden wir uns ohne grofle Beschrinkung der Aligemeinheit (0.g.B.d.A.}
auf diesen Fall beschranken.

Sei xeN Fgx und sei u Losung des zugehdrigen AWPs. Aus der
Existenz der rechtsseitigen Ableitung u , , ihrer rechtsseitigen Stetigkeit und
den Abschétzungen

i, (1 X)) S e'lit, (0; x| < e'dlx)
und

di(x) < d{u(r; x)), teR™

folgt die Existenz eines Punktes TeR;\{0}, sodaB u(s;x)eNHFg.
0<i<T, gilt.
Wir definieren [0, T') 3 r—x(r; x) durch

i (t; x)=ulr:x)—n(; x),
[0, T)at—kt; x), k,(t; x)e Plu(t; x)) durch
n(e x)={k(t; x)+k,(1; x}}/2

und die Forderung, daBl (k. (;x)—k/ft;x), u(r;x)—n(r;x)) ein
Rechtssystem auf R? bilden, und als [0, T) 3 r+a(t; x), C(¢; x) und A{#; x)
den Winkel, den offenen Kegel bzw. das offene Dreieck, der bzw. das von
kAt; x), u(r; x) und k (1; x) aufgespannt wird (Fig. 1).

Aus der rechtsseitigen Stetigkeit von #, folgt die von #, k,, k, und %, C,
und 4. Da fiir 0<t' <t"<t< T die Inklusiocnen C(z'; x)nbg{(u{r:x))c

FiGure 1
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Ct"; xynbglu(t; x)) = C(t; x) N bplu(t; x)) gelten, existieren die links-
seitigen Grenzwerte lim k(t;x)und lim, ,_ k.(¢; x) und damit auch
die fir # und «. Die Funktionen besitzen aiso hochstens Unstetigkeiten
erster Art. Weiter ist a(f; x) <z fir 0<r<T.

Sei TeR;\{0} maximal gewdhlt. Ist 7 endlich, dann existieren die
Grenzwerte

t'—r—

lim k/(t; x)=k(T—;x), bm k,(; x)=k(T—;X)

> T— 1= T—

und

lim o(T;x)=a(l—;x)<m.

—T—

Die Elemente k(7—;x) und k,(T—;x) liegen in P(u(T;x)) und sind
verschieden. Somit ist w(7;x)eN,. Aus der Maximalitdit von T folgt
dariiberhinaus u(T; x) e N F, die Losung des AWPs wird also fiir t > T
stationdr.

Aus den bisherigen Uberlegungen erhalten wir

2.1. SaTtz. Ny ist fluBinvariant.

Das folgende Beispiel zeigt, dafl eine Losung des AWPs 1.7 mit AW x in
N\F in endlicher Zeit stationdr werden kann, wobei lim, _ . a(f;x)=n
gilt.

2.2. BesPIEL. Sei K= {(¢,, &)eR:E2=1—1¢|, |&,] <L, €,>0). Fiir
den AW x=(0, y), 0<y<1/\/§ berechnet man als Losung u,(r; x)=0
und uy(1; %) = (1//2) {1 — (1= Y2%) 132, 0<1<T, wobei T =
2log 1/(1 — J/27%) ist.

Sei xye Ng. Ist Pylxy) =0b(x,), dann ist x, ein isolierter Punkt in N .
Umgekehrt charakterisiert dies die isolierten Punkte, wie schon Th.
Motzkin, loc. cit., bemerkt hat.

Im andern Fall ist das Komplement von Pg(x,) auf ébg(x,) die
Vereinigung von abzdhlbar vielen Bogenstiicken. Wir betrachten ein
solches Bogenstiick mit den Endpunkten k9 und %°, 4, ist das von k?, x,
und k° gebildete offene Dreieck, C, und «, der zugehdrige Kegel bzw.
Winkel im Punkte x,.

Sei ¢y < 7. In 4, existiert ein x € N \F, dessen Losung «# des AWPs in
endlicher Zeit in den Punkt x, hineinlduft. Denn ist 4, E, dann ist fiir
jedes x € 4, die Losung des AWPs eine Gerade, die durch den Punkt x,
verlduft. Folglich ist jeder Punkt des Bogenstiickes zu P.(x,) gehorig, im
Widerspruch zur Definition des Bogenstiickes.
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FIGURE 2

Sei x € 4, ein Punkt aus N, dann ist
=@ )° (x) =2 |x—nl= |x_P[k?.k9](xN =:1¢>0

und dic Richtung von x — 5 weist in den an x gespiegelten Kegel, der von
k9, x und k® gebildet wird (Fig. 2). Solange sich die Lésung u in 4, bewegt,
gilt [{1— @ )°(u(z: x))| =& Wir haben somit

Pl x)) d(x)_ s
— _ ' Y > -t
5 > L|u+(r,_x)| dr =g -t

Es existiert folglich ein T>0, so daB u(T; x) = x, gilt. Weiter

lim &, (6 x)=k,.
11— T—

Zusammenfassend erhalten wir

2.3. Unter den oben gemachten Voraussetzungen ist Ngndo# .
Ist xeNgn Ay, dann existiert ein 1,6 R*, so daff u{ly; xX)=x, gilt. Sind
x, X'e Ngnd,, dann existieren 1, ' € RY, so daff u(t’; x)=u(i’; x')e 4,.

Ist aq =7, dann sind, wie wir in den Abschnitten 4, 5 und 6 schen wer-
den, viele Moglichkeiten offen.

3

Sei x, e N 4. Wir definieren als maximale Losung U, des AWPs
e (- Dg)(u), u(0)=x,
in Ng
Uoy(t) =ult; xo), =0,

={xeNgu(—1;x)=x,}, 1< 0.
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U, ist wegen der Halbgruppeneigenschaft der Losungen der Differen-
tialinklusion wohl definiert. Weiter identifizieren wir U, mit ithrem Bild im
R Wir versechen U, mit der rel. Topologie von R>.

Im folgenden stellen wir Eigenschaften von U, zusammen. Als erstes

3.1. U, ist kurvenzusammenhingend.

Es ist naheliegend, die folgende Teilordnung “=<{" auf U, einzufiihren:
Fir x, x" e U, gilt x<x', falls x"=u(s; x) fir ein teR™ gilt; x<x', falls
x=<x' und x # x’ gelten. Seien

My={xeUy xo<x} und Ly={xeUy x<x,}.

32. M, ist eine rel. zu U, abgeschlossene, linear geordnete
Teilmenge von Uy. Es existiert hochstens ein maximales Element in M bzw.
Us,-

Der erste Teil ist klar wegen M= {xe Uy dglxo) <dx{x)} = {u(t; x,):
teR*}. Wir haben genau dann ein maximales Element in M, bzw. U,,
wenn die Losung R* 31— u(f; x,) von einem T an, Te R ™, stationir wird.
Ist xoe NgnFyg, dann ist My= {x,}.

Uber L, lassen sich im allgemeinen inhaltsreichere Aussagen machen.

Sei L, nicht trivial: Ly # {x,}. Dies ist beispiclsweise in Beispiel 2.2 der
Fall, obgleich x, ein Fixpunkt ist. Betrachten wir ein Kurvenstiick u(t),
a<t<p,in Ly, so folgt aus den Uberlegungen in Abschnitt 2, daB sich L,
im Punkte fe(a, B) genau dann verzweigen kann, und zwar nach links
bzw. nach rechts, wenn

lim k(t)#k{r)= lim k(z)
T T+

bzw.

lim k,(t)#k,(t)= lim k(1)

T T+

gilt. Weiter besitzt das Kurvenstiick hochstens abzidhlbar viele
Verzweigungspunkte. Ist x solch ein Punkt, dann ist die Kardinalitiit von
Py(x) groBer oder gleich drei.

33. L, ist eine rel. zu U, abgeschlossene Teilmenge von U, mit
hochstens abzihlbar vielen Verzweigungspunkten. Es existieren hiochstens
abzahlbar viele minimale Punkte in Ly, bzw. U,. Das Element x ist ein
minimaler Punkt, wenn P (x) gleich einem echten Bogenstiick auf 0b {x) mit
Bogenlinge <di(x)- n ist. (Es mufl jedoch kein minimaler Punkt existieren.)

34. U, ist ordnungsdicht, d.h.

Vx', x"e Uy, X’ <x" IxeUyga x' < x<x".
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Die Aussage ist evident.
3.8. U, ist ein reilgeordneter, topologischer Raum.
3.6. U, ist lokal zusammenhdngend.

Es ist nicht schwer, die Stetigkeit der Teilordnung direkt nachzuweisen;
sie 1Bt sich aber unmittelbar aus dem folgenden Hilfssatz schlieflen. Den
Beweis von Aussage 3.6 fiihren wir anschlieBend.

Sei xe L(xy), #x, Wir bezeichnen mit t=#{x) den minimalen Wert
t >0, welcher u(t; x) = x, erfullt. Fir xg ist ¢(x,)=0.

3.7. HILFSSATZ. Seien X, x(, X5,.. In Ly mit zugeordneten t,1,,1,... in
R™. Gilr lim, x,,=x, so gilt lim, t,=1.

Beweis. Ist xoe N \F, also M, nicht trivial, dann ist xo<u(r+1; x)
und 1, <+ 1 fiir fa. n, denn es gilt

lim u(z, x,,) =u(z, x), gleichmafig in 0<r<<r+1

wegen

lu(z, x,)—u(z, x)| <e'*'|x,—x|, O<t<i+L

Ist ¢’ ein Hiufungswert von {z,}>_,, so folgt ' =1, da x,=lim, u(s,, x,) =
u(t', x), also lim,, ¢, =1t.

Sei xoeNgnFg, also My={x,}, und sei x<x, Wir setzen
kY, =lim, ,, k(T x).

Seien ¢, >0 geniigend klein gewdhlt, dann existiert ein x"=u{¢’; x),
0<t'<t, so daB der o-Schlauch um u(-;x) innerhalb des Kreisringes
{yeR:e<|y—xo| <dig(xys)} in dem von k), x' und k| aufgespannten
Kegel liegt (Fig. 3). Wegen

lim u(z, x,)=u(z, x), gleichmafBig in 0 <1<,

n

folgt x,=<x' fiir fa. n. Aus den schon oben durchgefiihrten Uberlegungen
folgt somit auch in diesem Falle lim, ¢, = 1.

Sei xoe NgnFy, also My={x,}, und sei x=x,, also lim, x,,=x,. Es
existiere ein X € Ly, so daB fir unendlich viele 1, 0.g.B. c1 A. fur alle n, gilt:
X, —u(t %) und xo=u(f; %), 0<7,<i Aus lim,1,=7, x=u(l,+1,; %)
und =7, + ¢, folgt dann lim,¢,=0=1r.

Ist obige Annahme nicht gegeben, so liegen unendlich viele, 0.B.d.A zlle
Elemente der Folge {x,}> ,, auf paarweise verschiedenen Zweigen
{u(t;x,):0<1<1,}> | von L, die in x, miinden, siche Aussage 2.3 als
auch Aussage 5.2. Sei «, der Winkel des von £i™, x und &' gebildeten
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FIGURE 3

Kegels (k{)=1lim,,, k,(1;x,)). Es gilt lim,o,=0 und [folglich
li (T, x,)| = dglx,)/2 fiir fa. n. Aus

d%((xo) d%((xn)_ J‘t'l |1:l (,L.. x )!2 dr>d%((x0)
- + v =

2 2

‘[n
0

folgt schlieBlich auch in diesem Falle lim,z,=¢=0. |

38. U, ist in sich kontrahierbar.

Offenkundig ist M, auf x, kontrahierbar. Sei xe L, und sei 7 >0 durch
u(t; x) = x,, wie oben beschrieben, definiert. Aus dem Hilfssatz folgt, da3

[0, 1]x Ly (r, x}> F(z, x)=u((l —7) £; x)

eine stetige Deformation von L, in sich auf x, definiert.

Beweis von 3.6. Fiir xe M,\{x,} ist nichts zu zeigen. Ist x=x, und V'
eine Umgebung von x,, dann definiert {ye Uy dg(x,)—38 <dg(y)<
dy(xo)+ 0} fiir 6 >0, geniigend klein, eine zusammenhédngende Umgebung
von Xx,, die in V enthalten ist.

Sei xe Ly\{x,} und V eine Umgebung von x. O.B.d.A. sei V=b,(x),
e¢>0. Wir wihlen ein >0, so daB u(z; x) < x, kein Verzweigungspunkt in
L, ist. Weiter wihlen wir 6 > 0. Fiir r und 6 geniigend klein liegt die Menge
{yeLy:dy(x)— 8 <di(y)} geschnitten mit C(z; x) in b,(x). Diese Menge
enthilt offenkundig x und ist kurvenzusammenhédngend. ||

Ein Baum ist ein Kontinuum, in welchem je zwei Punkte durch einen
dritten getrennt werden konnen. In [14] bewies L. E. Ward, Jr.: Sei X ein
kompakter Hausdorffraum. X ist genau dann ein Baum, wenn auf X eine
Teilordnung < definiert werden kann mit den folgenden Eigenschaften:

(i) < st halbstetig, dh., VxeX sind L(x) und M(x)
abgeschlossene Mengen in X.
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(ii) < ist ordnungsdicht.
{iii) V x, yeXist L{x)n L(y) eine nicht leere Kette.
(iv) V xeXist M(x)\{x} offen.

Firein xe X sind L(x)={ye X: y<x} und M(x)= {peX: x<y}.

U, ist im allgemeinen nur o-kompakt, jedoch lassen sich, wie man leicht
sieht, je zwei Punkte in U, durch einen dritten trennen. Wenn wir die oben
definierte Teilordnung umdrehen, d.h., fir x, x"e U, gilt x <x’, falls x' <x
gilt, dann haben wir zudem auf U, eine Teilordnung, die den Eigenschaften
(1) bis (iv) geniigt.

Ohne eine formelle Definition geben zu wollen, kdnnen wir sagen:

39. U, hat Baumstruktur.

Biume sind lokal zusammenhéingend; dies gilt auch fiir U,, Aussage 3.6.
Weiter sind Biaume in sich kontrahierbar, wie erst 1982 D. G. Paulovich
[137 bewiesen hat. In unserem Falie liel sich die Kontrahierbarkeit von
U,, Aussage 3.8, unschwer aus der Parameterdarstellung von U, folgern.

4

Sei xoe Ny und sei U, die maximale Losung des zugehdrigen AWPs. L,
sei nicht trivial.

In Aussage 3.3 haben wir u.a. die minimalen Punkte von £, bzw. ¥,
beschrieben. Sei nun {x,}* , eine strikt fallende Kette in L,, die keine
untere Schranke in L, besitzt und sei lim, dg(x,)=r>0. Wegen der Kom-
paktheit von X besitzt die Folge {x,} einen Haufungspunkt, 0.B.d.A. gelte

lim, x,=x. Fir —¢,<t<0 setzen wir
o(t)=ult,+1; x,),

wobel u(r,; x,)=xq gilt, r,e R™ ist wie im voranstehenden Abschnitt
minimal gewahlt. Die Folge {r,}7_, ist strikt monoton wachsend in R™.
Sei T=1lim,7,e R}.

Sei T endlich. In diesem Falle gilt

o()=u(T+1t; x), —T<r<0,
wobei x ein Punkt in S n Ej ist. Folglich haben wir neben Satz 2.1

4.1. SAaTz. Sy ist flufinvariant.

Und weiter

4.2. Sei xy€Sg. Ist xoeS\Ng, dann bestimmr Uy= {uls:; x,):
teR*} die maximale Losung des zugehorigen AWPs in Sy, Ist xye Ny,

610 37:1-5
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FiGURE 4

dann unterscheidet sich die maximale Losung des zugehorigen AWPs in Sg
von der in Ny durch die Hinzunahme von abzihlbar vielen minimalen
Punkten in S NE .

Sei T unendlich. Wir bezeichnen mit C, den von k7, x, und k7 gebildeten
offenen Kegel. Die Folge der Schnitte von C, mit bg(x) bilden eine
absteigende Folge von Sektoren in bg(x), die fiir n— occ gegen eine
Halbkreisscheibe, nennen wir sie H, konvergiert (Fig. 4). Die Annahme,
daB3 die Folge der Schnitte gegen einen echten Sektor in b{(x) konvergiert,
widerspricht der Voraussetzung, dal 7 unendlich ist. Da R~ 3 1> dg((?))
strikt monoton fallend fiir r — —o0 gegen di{(x)=d konvergiert und da
o(1) fiir alle te R~ im Komplement von b,(k,) und b k,) liegt, folgt

lim @()=xund lim k, (t)=k,, in P(x), x=(k,+k,)/2
t— —oC

und Py(x) <= Hob(x).

Wir wollen noch zeigen, dall die Kurve ¢ rektifizierbar ist. O.B.d.A. sei K
so, daB3 x im Ursprung liegt und daB &, und &, durch (—1, 0) bzw. (1, 0)
gegeben sind. Da, wie schon oben bemerkt, ¢(z) e C{b,(k,) v b,(k,)} fiir alle
te R, ist ¢,(¢) >0 fiir fast alle ~Werte geniligend nahe bei —oo (es geniigt,
@(r) e bg(x) anzunehmen); ¢@,(¢) konvergiert also strikt monoton fallend
gegen Null. Weiter gilt fiir ¢ geniigend nahe bei —o0

l@2(2)]
JI-030)
¢ 14Bt sich folglich in einer Umgebung des Ursprungs als Funktion von &,
darstellen: [0, £ 3¢, — P(&E;)=(W,(&,), &,), W, ist lipschitzstetig.

Zusammenfassend haben wir

43. Sei ¢: R~ > L, eine Lisung des AWPs mit lim, , __ d(¢(2))
= r>0, dann strebt @(t) fiir t > —o0 gegen ein xe Ny F und ¢ ist
rektifizierbar.

|@1(2)
¢(2)

<
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Sei nun {x,}> , eine strikt monoton fallende Kette in Ly, die keine
untere Schranke in L, besitzt und fur die lim, d(x,)=0 gilt.

Definieren wir wie oben die Funktion ¢, dann ist ¢ auf R~ definiert, da
die Folge {7,}>_ | gegen oo divergiert. Das folgende Beispiel zeigt, da8 in

diesem Falle der Limes von ¢(¢) fiir 1 — —co nicht zu existieren braucht.

4.4, BeisplEL. Sei x:R* — R? definiert durch w,(f)=r{t)cos: und
k(1) =r(t)sint, wobei r(t)=1+¢ ', teR* ist. Sei K=5,(0) Uk(R ™). Der
Cosinus des Winkels zwischen x(¢) und (¢} berechnet sich fiir ein 1e R™
zu

G k0>
|K(t)l |f{'([)l {€2t+29t+2}1/2’

er ist strikt negativ und strebt strikt monoton wachsend gegen Null fiir
t - oc. Hieraus und aus der Tatsache, daB die metrische Projektion fiir
jeden Punkt der Ebene hochstens zwei Elemente enthilt, folgt elemen-
targeometrisch, daB NgnF = ist. Sei x, ein Punkt in N, dann
beschreibt L, eine Spirale, deren Abschiul die Einheitssphire enthilt.

5

Eine Briicke von K ist ein Geradenstiick, fiir weiches nur die Endpunkte
Elemente von K sind, und zwar so, daB die durch sie gebildete Gerade eine
Stiitzgerade an X ist. Der Begriff findet sich schon bei Th. Motzkin [10],
wo gezeigt wird: Der duBere Rand von K (kompakt) ist entweder ein Oval
oder er besitzt wenigstens eine Briicke.

Ist K nicht konvex, dann hat K abzidhlbar viele Briicken—hier kommt
wiederum die Kompaktheit von K zum Tragen. Wir setzen weiter voraus,
daB das Innere von co K nicht leer ist.

Sei [k?, k%] eine Briicke von K. Die Endpunkte sind Lichtpunkte von X,
d.h., ist e der Einheitsvektor, der auf der Briicke senkrecht steht und ins
AuBere von co K weist, dann gehéren die Halbstrahlen k9 +R*e und
k°+R*te zu Pgl(k?) bzw. Pg'(k%). —Durch die Forderung, daB§
(k®— k9, e) ein Rechtssystem in R? bildet, sind auch die beiden Endpunkte
eindeutig gekennzeichnet. —Wir bezeichnen das Innere des von den beiden
Halbstrahlen und der Briicke gebildeten Halbstreifens mit Hy. H, ist nicht
frei von Punkten aus N .. Es existiert, wie bereits Motzkin gezeigt hat, ein
Fo >0, so daB fiir jedes r>r, ein x, aus N, in H, liegt mit Norm |x,| = r.
Dariiberhinaus konnte L. Calabi in einem Techn. Bericht 5] von 1965
nachweisen, daB diese Punkte in Ngn H, fur r — oc asymptotisch gegen
die Mittelsenkrechte des Halbstreifens streben (Fig. 5).
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DaBl N n H, nicht leer ist, 1408t sich wie in Aussage 2.3 nachweisen. Wir
werden hier das Ergebnis von Calabi in der folgenden Form verifizieren.

5.1. Sei xe Ngxn H,. Es gelten

lim |u(t; x)| = o0 und lim k,,(1; x)=k3},.

f— oC {— oo

Weiter konvergiert u fiir t— oo asymptotisch gegen no+R™ e, no=
(kY +k%)/2. Ist x' ein weiterer Punkt in N H,, dann existieren t, ' e R,
so daff u(t; x)=u(t'; x') gilt.

Beweis. O.B.d.A. sei K< R? so gelegen, daB k0= (—1,0) und k%= (1, 0)
gelten. H, ist damit der offenc Halbstreifen {¢eR* —1<¢, <1 und
£,>0}. Fir ein xeNgn H, ist die Losung des AWPs gegeben durch
u(t; x)= e’{x—j"g n(t;x)e “de}, teR*, wobei n(f;x)=(k/(t;x)+
k.(1;x))/2, teR™, rechtsseitig stetig ist und —1<7n,(;x)<1 und
ny(t; x)<0, re R*, erfiillt. In der Tat gelten fiir k,(-; x) und &,(-:x) die
Abschitzungen —1 <k, ;(1; x) <k, ,(t; x)<1 und

1

_2”z(t;x)<k"2(t;x)v k,o(t;x)<0, 1eR™.

Aus  |u(tx) =€'lx,— [in(t;x)e "dr| <1, teR*, folgt x,=
& ny(1; x) e “dr und

o
ul(t;x):j 7.(t; x) e~ dr, reR™.
1
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Weiter ist wegen #,(f; x) <0, te R*,
. ‘
us(1;x)= e’{x2 — J Ha(1; x) dr}
0

strikt monoton wachsend gegen +oo fiir 1 — oc, und

lim k;5(; x)= Hm k,,(z; x)= lim 5,(r; x)=0.

I— X0 [ — =

Bezeichnen wir mit k,(; x) und & ,(¢; x) den Schnitt der Strecke [k,(z; x},
u(t; x)] bzw. der Strecke [k.(f; x), u(¢; x)] mit der ¢,-Achse, dann sind
K, (z; x) und k, ,(; x) monoton fallend bzw. wachsend und durch — 1 nach
unten bzw. 1 nach oben beschrinkt. Die Grenzwerte von k,(r;x) und
k(1; x) fiir t— oo existieren somit, und es gilt, zusammen mit den zuvor
angestellten Uberlegungen,

lim k,,(¢; x)= lim &k, (5; x)=k,,.

[ o t—

Die Punkte k, und &, gehdren zu K und liegen auf [k, k°]. Dann mu
aber k,=k% und k,=k° gelten und lim, , _ n{s; x)=0. Hieraus folgt
lim, , _u,(f; x)=0. Die Losung strebt somit asymptotisch gegen die &,-
Achse fiir 1 > oo.

Die letzte Aussage von 4.1 folgt aus der Tatsache, daBl der Schnitt des
von kit; x), u(z; x) und k,(z; x) gebildeten Kegels mit H, fiir 1 — oc ganz
H, ausschopft. |

Wir bezeichnen mit Z, die Vereinigung aller maximalen Losungen mit
AW in N, H, und nennen die Vereinigungsmenge einen Zweig von o0,
Es gilt

5.2. Satz. Der unendlich ferne Punkt hat abzihibar viele Zweige, jeder
Zweig hat Baumstruktur (im Sinne von Aussage 3.9) und lafit sich in sich auf
den unendlich fernen Punkt zusammenziehen.

6
Wie am unendlich fernen Punkt verhdlt sich die Nichtein-
deutigkeitsmenge an einem Punkt x,, fiir den x, im Innern von @, {x;)

liegt.

6.1. Sa1z. Die Punktmenge {xeNgnF:xeint(@(x))} ist abzihi-
bar. Ist x, ein Punkt dieser Menge, dann har d:R*— R™ ein striktes
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relatives Maximum in x, und seine maximale Losung U, hat abzdhlbar viele
Zweige, die in sich auf x, zusammenziehbar sind.

Die Abzihlbarkeit der Menge ist offenkundig. Weiter gilt U,=L,,
woraus nach Abschnitt 3 die weiteren Aussagen folgen.

Sei xoeN\Fgx und sei U, seine maximale L&sung des zugehdrigen
AWPs. Sei M, beschrinkt.

Hat M, ein maximales Element, sagen wir x;=u(T;x,), Te R*\{0}
minimal gewihlt, dann bildet die Vereinigung aller maximalen Ldsungen
U, von u(t; xo), 0<t < T, einen Zweig Z7=Jy<, .+ U, von x,, der in dem
Segment C(T—; x7) N bglxs) lebt, d.h. der Schnitt von Z, mit b.(x) liegt
im Kegel C(T—; x).

Wie das Beispiel 2.2 zeigt, kann auch in diesem Fall das Segment eine
Halbkreisscheibe sein.

Hat M, kein maximales Element, dann existiert der Grenzwert
lim, , , u(#; xo)=x., und die Vereinigung aller maximalen Losungen U,
von u(t; x,), te R™, bildet auch hier einen Zweig Z, =)y, . U, von
X, der in einer Halbkreisscheibe lebt (Fig. 6).

Um dies einzusehen, sei {¢,}>_, eine monoton gegen oo divergierende
Folge in R*, fiir die die Folge {x,=u(t,; x,)} gegen x,, konvergiert. Sei
{C,=C(t,;x,)} die zugehorige Folge von Kegeln. Thre Schnitte mit
b (x,,) bilden eine aufsteigende Folge von Sektoren in &4(x,), die, wie aus
den Uberlegungen in der zweiten Hilfte von Abschnitt 2 folgt, gegen eine
Halbkreisscheibe, nennen wir sie H_, konvergiert. Offenkundig gilt
lim, k7, =k[% in Pg(x,) und x, = (k7 + k)/2. Und weiter

lim u(f; x5) =X, und lim &, (#; x0) =k}2.
! — 0 t— o
Ist die Kardinalitit von P.(x.) groBer als zwei, dann besitzt dic
Distanzfunktion in x, ein striktes relatives Maximum. Es lassen sich
aber leicht Beispicle konstruieren, in denen letzteres giiltig ist, obgleich die
Kardinalitit von Pg(x,,) gleich zwei ist.

FIGURE 6
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Wir zeigen noch, dal M, rektifizierbar ist.

O.B.d.A. sei K so gelegen, daB x_, im Ursprung liegt und £ und £~ in
(—1,0) bzw. (1,0). Sei £>0. Fiir ¢ geniigend groB, sind die &,-
Koordinaten von kft; x,) und k,(f;x,) groBer als —e. Es folgt, dal
u,5(1; xo) strikt monoton wachsend gegen Null konvergiert fiir 7— 0.
Weiter ist fiir + geniligend groB3

uy(1; xo)

- <& fii.
(15 xo)

In der Umgebung von Null 1dBt sich u als Funktion von &, darstellen:
L—5,0]3&,—>¥(&)=(P(E&,); &), und P, ist lipschitzstetig, = >0,

Aus diesen Uberlegungen und denen des voranstehenden Abschnittes
folgern wir schlieBlich

6.2. SATZ. Es existieren abzdhlbar viele Punkte in NgnFy, so daf
N \F g sich als Vereinigung der Zweige dieser Punkte und des unendlich fer-
nen Punktes schreiben lafi. N \F g ist folglich als Vereinigung von abzihibar
vielen lipschitzstetigen Kurvenstiicken darstellbar.

~

Bei der nun folgenden Beschreibung der Fixpunktmenge F .= {xe R
xe€®g(x)} konnen wir nicht auf das AWP 1.7 als ein technisches Mittel
zuriickgreifen, wie schon in der Einleitung bemerkt.

Als eine erste elementare Uberlegung stellen wir fest

7.1, Sei(x,k)e Py, x#k. Dann gilt

Forb, (f;—k> — .

Man schlieBt dies leicht aus der Tatsache, daB b (x) aus bgl(x +k)/2)
durch zentrische Streckung von k aus mit Streckungsfaktor 2 hervorgeht
(fiir alle y e bl(x +k)/2) ist Pr(y) < b, (3 )\bilx)) (Fig. 7).

Hieraus erhalten wir

72. Ist xeNgnFy ein Haufungspunk: von ¥, dann ist xe
0D (x), es existieren somit k und k' in P (x) mit x=(k +k'})/2.

Wire die Behauptung falsch, wiirden paarweise verschiedenc Punkte
k, k' und k" in P (x) existieren, so daB x eine echte konvexe Kombination
dieser drei Punkte wire. Nach Aussage 7.1 angewandt auf (x, k), (x, &'}
und (x, k") miiBte x dann ein isolierter Punkt in F, sein, siche auch
Satz 6.1.
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k

FIGURE 7

DaBl die Punktmenge NonF; im allgemeinen von komplizierter
Struktur ist, zeigt das folgende

7.3. BeisPiEL. Sei C das Cantorsche Diskontinuum im Intervall [0, 1]
von R und sei K < R? gegeben durch

K:={(c, +1)eR* ceC}.

Mit der Darstellung [0, LI\NC=J%., [}, wobei [, die bei der Konstruktion

der Cantormenge verwendeten Intervalle sind, und mit
M:= {m;: m; ist der Mittelpunkt von 7;, je N},
erhalten wir
NgnFg={(m i)eR* meMund i=0, +1}
Uile,0)eR*:ceCl.

Die erste Menge ist die abzdhlbare Vereinigung der isolierten Punkte in
NnFg, fiir i=0 sind die Punkte strikte lokale Maxima von d und fiir
i= +1 Sattelpunkte. Die zweite Menge ist als Cantormenge perfekt und
total unzusammenhingend.

Als eine zweite elementare Uberlegung bemerken wir

74. Sei xeF . Fiir jedes x' € R? gilt

B(x') < dx) + |x = x]
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Insbezondere ist F ¢ 3x+ di(x)/2 auf F . differenzierbar mit verschwinden-
der Ableitung.

Ist xe K, ist nichts zu beweisen. Sei also xe N NnF4. Da xe @ {x},
existiert ein ke P {x}), so dall (x'—x,k—x>>0. Aus

ALK =k =5 —xP+Hk—x] =<' —x, k—x)

folgt die Behauptung.

Aus den Aussagen 7.1 und 7.2 folgt,- daBl jede nicht triviale Zusam-
menhangskomponente von NN F . in jedem Punkt eine Tangente besitzt.
Mit Hilfe eines Ergebnisses von Chr. Pauc [117] folgt die differenzierbare
Parametrisierbarkeit der Komponente. Wir erhalten auf anderem Wege dic
starkere Aussage

7.5. Jede nicht triviale Zusammenhangskomponente von NgnFy
ldft sich als stetig differenzierbares Kurvenstiick parametrisieren. Weiter ist
auf ihr die Distanzfunktion konstant.

Beweis. Sei C eine solche Komponente. O.B.d.A. sei x;=(0,0)e .
ko=1(0,1) und k;=(0, —1) seien in P, {(x,), und der Schnitt der offenen
rechten Halbebene mit P (x,) sei leer, nicht dagegen der mit C in b {x,).

Wegen der n.o. Halbstetigkeit von P, und wegen Aussage 7.1 existiert
ein nicht triviales Intervall [0, T, so daB fir jedes re [0, T] in by{x;)
genau ein x(1)= (1, £,(1)) in C existiert. Das Kurvenstiick, wir nennen es S,

FIGURE 8
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ist stetig, so auch die Kurvenstiicke [0, 1]37—k(¢) und k'(¢) in K mit
x(t)={k(t)+k'(1)}/2, k1), k'(t)e Pr(x(1)). Weiter gilt Pr(x(1))=
{k(1), k'(1)} fir 0<t< T (Fig. 8).

Sei B:= { y(t; 5):=x(1)+ s{k(t)—k'(¢)}: 0<¢< T und [s] <1/4} und sei
D: B - R definiert durch

D(y(t;5))= dc(y(t;5)), 520,
=—d(y(1;5)), s<0.

Nach Definition ist S=Cn B={ye B: D(y)=0}. Da Bc E, ist D stetig
differenzierbar auf B mit grad D(y(z;s)) = {k(z)—k'(1)}/|k(¢)—k'(z)| #0
fir alle y(¢, s)e B. Aus dem Satz fiir implizite Funktionen folgt dann die
stetige Differenzierbarkeit von S. —Die Randpunkte bereiten bei den
Uberlegungen keine Schwierigkeiten. In der Tat kénnen wir S in die linke
Halbebene entlang der reellen Achse forsetzen und fiir 1 <0 und |s| <% die
Funktion y(¢, s) mittels £k, —ky und D wie oben definieren; entsprechend
konnen wir fiir > T verfahren.

Zum Beweis des zweiten Teils der Aussage geniigt die Feststellung, daBl
mit 7.4 die Funktion [0, 7] 3 t+ dg(x(1)) € R stetig differenzierbar ist mit
Ableitung ist mit Ableitung gleich Null.

Wegen der Kompaktheit von K erhalten wir, daB C selbst ein glattes
Kurvenstiick ist mit d| -~ konstant. |

Zum Schlull wollen wir noch bemerken, dal C durchaus ein einfach
geschlossenes Kurvenstiick sein kann, wie man am Beispiel

K= {0} b, (0)

sofort sieht.

8

Sei xoe NgnF g ein Haufungspunkt von F,. Wegen 7.2 existieren k,
und k§ in Pg(xo) mit x,= (ko + kg)/2. O.B.d.A. nehmen wir wieder an, daB3
xo im Ursprung liegt, k, in (0,1) und kg in (0, —1), daB der Schnitt von
Pi(x,) mit der offenen rechten Halbebene H, leer ist und daB x4
Hiufungspunkt von Elementen in Fpn H | ist.

Sei >0, klein gegen 1=d{(x,). Wegen der Oberhalbstetigkeit von Pg
existiert ein e RT\{0}, so daB P,(x) fiir alle xebs(x,)nH, in b (ko)U
b.(kp) liegt. Wir setzen noch K, = Knb,(x,) und K,=Kn b, (k).

Sei x, ein Element in Fenbs(xo)nH, mit ¢ -Koordinate gleich
TeR*™\{0}. Wegen 7.1 liegt auf der Geraden durch x, die parallel zur ¢,
Achse verlduft, kein weiterer Punkt aus F gz nbs(x,). Sei nun 0 <t < T. Aus



NICHTEINDEUTIGKEIT IN DER EBENE 73

demselben Grunde existiert auf der Parallelen durch (1, Q) hochstens ein
Element x, € Fy n by(x,). Unsere Uberlegungen verlaufen soweit parallel zu
denen im Beweis von Aussage 7.4. Allgemeiner als dort gilt jedoch hier: Fiir
jedes O<ir<T existiert genau ein x(f)=(r, £5), fir das die Mengen
P(x(1))n K, als auch Pg(x(1))n K, nicht leer sind. In der Tat erfiillt

&y =inf{&: Pel(1:2)) = K.}

die Bedingung.

Wir haben mit [0, T 3 r+> x(¢) in R? eine Funktion mit Werten in N
definiert, die die Elemente in Fnbs(x,) mit &,-Koordinate in [0, T
enthdlt. Wir zeigen, da8 sie lipschitzstetig ist.

Fiir ein xebys(x,) und ein ke K,UK, sei s(x, k) die Steigung der
Tangente an b, _,,(k) im Punkte x. Zum vorgegebenen ¢ und gewéhlten &
existiert ein M e R*\{0}, so daB

Is(x, k) < M

fur alle xebs(x) und keK,uK,. Seien 1t e[0,T], t#¢ und sei
di(x(1)) <di(x(t')). Fir jedes ke Pg(x(1)) gilt x(¢)€b o, 4tk). Dann
liegt x(¢) insbesondere in dem Halbraum, der diese Kugel enthélt und von
der Stiitzgeraden im Punkte x(¢') begrenzt wird. Und da x(¢) in K, als auch
K. Elemente bester Approximation besitzt, folgt

&) —E5(1")
t—t'

< sup s(x() k) <M.

ke K, uK;

Wir konnen den Beweis wie folgt zusammenfassen:

8.1. Sei x,eNgNF . Dann existiert eine Umgebung O von x, und
eine lipschitzstetige Kurve in Ng. die die Punktmenge ¥ O enthdlt.

Da K kompakt ist, ist Fg,={xeF di(x)>1/n} fiir jedes neN eine
kompakte Teilmenge in NN F,. Nach der voranstehenden Aussage 148t
sich Fg, von endlich vielen rektifizierbaren Kurvenstiicken in N tiber-
decken. Und wegen NgnF =7 | Fg, gilt

n=1

8.2 Satz. NynFg ist in einer abzihlbaren Vereinigung von
lipschitzstetigen Kurvenstiicken in N enthalten.

SchlieBlich zusammen mit Satz 6.2 als Verschédrfung von Aussage 1.4

8.3. Satz. Ny laft sich als abzihlbare Vereinigung von rektifizierbaren
Kurvenstiicken darstellen.

N ist eine Menge von erster Kategorie in R dies folgt schon aus
Aussage 1.4, aber auch aus der Tatsache, daBl E, eine dichte G;-Menge in
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R? ist. N, 1liBt sich, wie gezeigt, als abzihlbare Vereinigung nirgends
dichter Teilmengen darstellen. DaB N nicht selbst nirgends dicht zu sein
braucht, zeigt das abschlieBende

8.4. BesPieL. Sei O cine offene, beschrinkte und konvexe Teilmenge im
R?, deren Randkurve in einer dichten Teilmenge nicht differenzierbar ist.
(Eine solche Menge 140t sich leicht konstruieren.) Ist K= 00, dann gilt
N,cOcN,.

Da O konvex ist, ist offenkundig N = Q. Angenommen E? O # . Sei
V' eine Zusammenhangskomponente in E? 1 Q. Da P stetig auf E . ist, ist
auch Py (V) zusammenhidngend. Weiter darf P.(V) keine Nichtdifferen-
tiationspunkte von K enthalten, P (V) muB} folglich einpunktig sein, sagen
wir P (V)y={k}. Sei g die eindeutige Stiitzgerade an K im Punkte k; aus
Vek+g*, der Normalen von g im Punkte k, erhalten wir ecinen
Widerspruch zur Offenheit von V.
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